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Dans tout le problème f désigne une application de ] 0 , + [ dans ]0 ,+o[. 


PARTIE I. 


Dans cette partie on suppose que f est continue, décroissante et de limite nulle en +c. Pour 
x >0,k20,n > 0,ket n entiers, on pose: 


x+k+1 n 

GG) 5/40 - [0 aa Ctx)= Y (x) 
x+ k=0 
x+k+1 ua 

d,(x) = f(x+k+1) - Le f(t)dr D,(x)=Y d,(x) 
k=0 


1° a) Interpréter géométriquement c, (x) et C, (x). 


b)- Établir l'inégalité c, (x) < f(x+k) — f(x+k+1). 
En déduire que la série de terme général c, ( x ) converge pour tout x > 0 et que sa somme 


+ co 


C(x)=Y (x) 


k=0 
vérifie l’inégalité C (x) < f(x). 


2° Après en avoir justifié l’existence, déterminer C ( x ) dans chacun des deux cas suivants : 
a) f(x)=e” 


b) f(x) = RE) 


3° Montrer que la série de terme général d{ (x) converge pour tout x > 0 et exprimer sa somme 


+ © 


D(x):= À d,(x) 
k=0 


au moyen deC(x)et def(x). 
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4° a) Montrer que la fonction C : x — C(x)est continue sur ] 0 , + ce [. 


b) Étudier le comportement de C en + ce. 


5° On suppose dans cette seule question que lim f(x) = + 
0 
a) Montrer que : + 


['renar 


est négligeable devant f(x) quand x tend vers 0. 
b) En déduire que C (x)etf(x ) sont équivalents quand x tend vers 0. 


PARTIE II. 


ntroduction de la PARTIE I, auxquelles on 


Dans cette partie, on conserve les hypothèses faites sur f dans l’i 
s . . gs À LA 
xe, c’est-à-dire à dérivée f” croissante. 


ajoute l’hypothèse supplémentaire suivante : f'est de classe #° et conve 
1° Montrer que f” (x ) a une limite, que l’on précisera, lorsque x tend vers + . 
2° Montrer que la fonction C est de classe 4! et décroissante (on pourra utiliser la fonction g = f”). 


3° Pour x > 0 et kentier, on pose : 


1 x+k+1 
u GX) = SU GEHE) + FGHER D] - [ f(hdr,k2>0 
x+k 
EEE 
vx) =ftrt#)= | - tds, k>1 
x+k-s 


a) Interpréter géométriquement u} (x )et v, (x). 
b) Montrer que pour tout x > 0 les séries de termes généraux u, (x) et v, (x) sont convergentes et exprimer 


leurs sommes + co es 
U(x)= D ux) et V(x) = D (x) 
k=0 k=1 


au moyen de C(x)et de f(x). 


4° Montrer que pour x > 0 ona: sat 


LG) < CG) £ f(x) - [7 fon ar. 


X 


5° a) Montrer que, quand x tend vers + c, les conditions suivantes sont équivalentes : 
(i) f’(x)est négligeable devant f(x). 
(ü) f(x)etf(x+1) sont équivalents. 


b) Les conditions (i) et ( ii ) étant supposées remplies, montrer que, quand x tend vers + , on à : 


C(x) - 3 fx) 


c) Donner un exemple de fonction f satisfaisant à ces conditions. 
C(x) , 
b) Montrer que, pour tout me ] 2,11 ,ilexiste une AE telle que : 
lim pue) 
x+e JCX) 


6° a) Pourf(x) = e *, que peut-on dire du rapport 


=? 


1 > 1 AT A 
OL TERRE et S 
Fi REP a ir 


- PARTIE III. 


Dans cette partie, où f vérifie les hypothèses de l'introduction de la PARTIE I, on utilisera, sans le démontrer, le 
résultat classique suivant : 
la suite de terme général 

1 1 il 
= > 
1+5+3+. +, Inn (n21) 

admet une limite finie À (0 < À < 1), appelée constante d’Euler, lorsque n tend vers + co. 

On pose, pour x > 0,k 2 0,n > 0,ketnentiers: 


(k+2)x n 

WC) = xf((k+1)x) — Î f()dr, T,(x) = Ÿ % (x) 
(k+1)x K=0 
(k+2)x n 

8, (x) = xf((k+2)x) — | f(t)de, A,(x)= Y &,(x) 
(k+1)x k=0 


1° a) Interpréter géométriquement y, (x) et I, (x). 
b) En posant f,.(u) = xf(ux), montrer que la série de terme général y, (x ) converge pour tout x > 0 et que 


sa somme « +e 


(x) = D w(x) 
est une fonction continue de x sur ]0 ,+o [. das 


2° Montrer que la série de terme général ô, (x ) converge pour tout x > 0. 
Calculer sa somme +00 


A(x) = Ÿ, (x) 
en fonction de (x) et de f(x). Lési 


3° On suppose dans cette question que x f( x ) a une limite finie, A, quand x tend vers O. 
Montrer que F (x) tend vers AA quand x tend vers 0. 


4° On suppose dans cette question que =. 


f(x) = —. 


, 
a) Montrer que ce. 
e: e 
F(x)=-m(ire*)-[f ar. 
b) Montrer que . 
3 -t 


+ co 
Inx + | Éd 
6 t 


admet une limite, que l’on déterminera, lorsque x tend vers 0. 
c) Montrer que la série 


+æ e +0 


converge normalement sur [ 0 ,+oo [. 


= x+k 


d) Donner un développement asymptotique à trois termes significatifs de C (x) (C a été définie en I) lorsque x 
tend vers 0. 
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